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I. INTRODUCCION

Esta investigacidn monogrdfica fue motivada por el terre
moto que sufriera Guatemala en la madrugada del 4 de Febrero
de 1976, 1o cual me permitid comprender que era mi deber a-
portar un granito de arena a mi bello pafs.

La investigacidn estd basada fundamentaimente en el estu
dio de Kiremidjian, Shah y Lubetkin titulado "Seismic Hazard
Mapping for Guatemala". Pretendo desarrollar en forma bre--
ve, matemdtica y fisicamente un modelo sismico para Guatema-
la ajustado a la distribucidn probabilistica de Poisson.

Para ello, se parte de datos disponibles actualmente ta-
Tes como: la magnitud de Richter asociada a cada evento sis
mico, la naturaleza de la fuente sismica, el nimero de even-
tos sismicos de magnitud mayor que alguna propuesta y que 0-
curren en una fuente determinada. Luego, se efectlia un anéa-
lisis de regresidn sobre los datos para cada fuente para asf
obtener 1la relacidn de recurrencia logarftmico-lineal.

En el modelo, la sismicidad de las fuentes se describe
por la probabilidad de generar un evento mayor que alguna
magnitud y no por la distribucidn sobre todos los eventos.

Por otra parte, para estudiar matemdtica y fisicamente
el modelo sfsmico, es necesario tener una base sélida de Teo

ria de Probabilidades, por ello se dedica la primera parte



de investigacibén a ese campo.

Se supone que la ocurrencia de eventos sismicos forma un
proceso de Poisson con una razdn media de ocurrencia depen--
diente de la magnitud, para poder obtener una distribucidn
sobre el nimero de ocurrencias por arriba de una magnitud ob
servada para un periodo de tiempo basado en la historia sfis-
mica de los datos registrados y para una fuente determinada.
Asimismo, es necesario comprobar que Tos datos sismicos veri
fican la suposicidn sobre independencia espacial y temporal
de los eventos.

Combinando las distribuciones binomiales condicionadas
con la distribucidon de ocurrencias de Poisson, se obtiene la
distribucién del nimero de ocurrencias para cada magnitud,
debido a cada uno de los tipos de fuente.

Para relacionar la aceleracidn pico de la tierra y la
magnitud como una funcidn de la distancia, se usa la rela---
cidn de Esteva (1973) y a partir de ella se puede calcular
la distribucidn de probabilidad de que alguna aceleracion pi
co de l1a tierra sea mayor que un cierto valor previamente de
terminado, para un periodo de exposicidn futuro en afios en
un sitio, debido a los tnes tipos de fuentes sismicas.

Finalmente, se ponen algunos ejemplos de aplicacidn de

las diferentes relaciones previamente desarrolladas, con el



objeto de insistir sobre la importancia del modelo aplicado

al riesgo sismico de Guatemala.



CAPITULO I

Formulacidn Matemdtica del Modelo de Poisson

1.1 Definiciones Previas.

1.2 Deduccidn Matemd&tica del Modelo de Poisson.
1.3 Condiciones Necesarias para Aplicar el Modelo.
1.4 Algunos ejemplos de aplicacibn.

1.5 Tablas de probabilidad de Poisson.
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1.2

1.3

1.4

1.1 Definiciones Previas.

Un anillo booleano de conjuntos es una clase no va
cTa‘ﬂ’de conjuntos que es cerrada bajo uniones y

di ferencias.

EeﬂA Feﬂ entonces EUFe)Q, A E-Feﬂ—

Es claro que ¢ef pues ¢=E-E%fL

Un dlgebra booleana de conjuntos es una clase no

vacTa j; de conjuntos, tal que:
(a) Eaﬁ', Feﬁ' entonces EUFeﬂ«lcwbwmﬁiq’w
(b) Si Esj$ entonces CME?j¥ j

Un o-anillo es una clase no vacia S de conjuntos

tal que:

(a) EeS, FeS entonces E-FeS$ &uvuajfb’é““éo dfereuess
C@’M&d

9 ANLenL)

<

(b) E;eS ¥ iel entonces U EjeS
. i=1

Una o-algebra de conjuntos es una clase no vacia
de conjuntos cerrada bajo complementos y uniones
contables. Luego, una oc-algebra es un g-anillo

que contiene a M (espacio muestral).



Def.

Def.

Def.

1.5

1.6

1.7

Una funcidon de conjuntos u cuyo rango son los rea-
les extendidos, definida sobre una clase S es fini
tamente aditiva si para toda clase finita, disjun-
ta {E1....En} de conjuntos en S cuya unidn es S se

tiene:
U(Ei)

Una funcidon de conjuntos p cuyo rango es la recta
real extendida definida sobre una clase S de con-

juntos es aditiva si:
EeS, FeS EUFeS A EOF = ¢

entonces u(EUF) = p(E) + u(F)

Una funcidn de conjuntos p cuyo rango es la recta
real extendida definida sobre una clase Sbes con-
tablemente aditiva, si para toda sucesidn disjun-
ta Epn de conjuntos en S cuya unién estd en S se

tiene:

o

u( U En) = 1 U(En)
n=1 =1

8



Def. 1.8 Una medida es una funcién de conjuntos u cuyo ran-
go es 1a recta real extendida, no negativa y conta

blemente aditiva definida sobre un anillo f;, tal

que:
u(¢) =0
n
Puesto que U E. = EiU...UEqUo...Uq...
i=1

una medida es siempre finitamente aditiva.

Def. 1.9 Un espacio medible es un conjunto M (espacio mues-
tral) y un o-anillo S de subconjuntos de M tal que
US=M. Denotaremos el espacio medible simplemente

por M.

-Def. 1.10 Un espacio de medida es un espacio medible (M,S) y

una medida u sobre S y sp denota (M,S,u).

Def. 1.11 Una sucesidn de eventos E; es independiente si:

P(Ei)

i~
——
o3
m
s
S
1]
n=|as

1

Este es el enfoque utilizado por Paul Halmos (1950)
quien finalmente afirma que la probabilidad numéri-

ca es una medida p sobre una c-algebra booleana S



Def.

1.

12

de subconjuntos de M donde u(M)=1 es decir que es

una funcion:

P:F (M)——>[0,1]
1]
oM
en donde® (M) es una g-dlgebra S y representa el

conjunto potencia de M. Esta funcifn estd sujeta

a los siguientes axiomas:

(1) Si AeP(M) es un evento, entonces 0<P(A)<l

(2) P(¢)=0
(3) P(M)=1

(8) Si E, sE, ...Ey es una sucesibn de eventos inde
pendientes (mutuamente exclusivos) es decir

que cumple con la definicién 1.11 entonces:

n

P(UE,) =
i=1 i

ne~m=

, P(E;)

Los axiomas son una consecuencia de la definiciodn
de una medida que para este caso es la probabili--

dad numérica.

Variable Aleatoria

Dado un espacio de probabilidad (M,S,P) se 1lama



Def.

Def.

1

1.

<13

14

10

variable aleatoria X a una funcidn cuyo dominio es

el espacio de medida M y cuyo rango es R.

X: M

>R X(x) =yeR “xelE 3 PLK=x]
XTI eB ¢ Bowl)

La variable aleatoria es una magnitud numérica cu-

yos valores se determinan al azar. Es una funcidn

ligada a alglin experimento; una vez realizado és--

te, conocemos el valor de 1a funcidén. La variable

aleatoria puede ser discreta o continua. de Acmendoa

e dLdbrod-ocon () e 2o duscrdo 0 couditnuea

Si X es una variable aleatoria 1lamaremos funcidn

de distribucibn azyovpkcﬂmxbUHXiaé_d%»ﬂl%ﬁxwzvﬁufb

Fy(x) = P[X < x] ¥ xeR, [Xsx]e S (o-dlgebra)

Distribucién Discreta:

Una funcién‘de distribucién es discreta si el ran--
go de la yariab]e aleatoria X es finito o numera---
bie.-- E1 modelo de Poisson es un ejemplo de una dis
tribucidon discreta. Ademds es una distribucidn con

tablemente infinita, es decir que:

Fy(x) = ﬁ P[X=x,]



Def.

Def.

1.15

1.16

11

Asociada a una variable aleatoria discreta o a su
correspondiente distribucidn discreta existe una

funcidn de densidad discreta que se representa por

fx(x) > —'F:n__—___——) Eo'i]

P[X=xn] ¥ x=x
fy(x) =
0 ¥ x#xn

y I fx(xn) = 1 es la distribucidn de probabilidad.
n

A la funcidn fx(x) se 1e 1lama funcidon de densidad

de Ta variable aleatoria X, o funcidon de densidad

de 1la funcidn de distribucidén FX(x).

Funcidn de distribucidén de varias variables.
Consideraremos ademds, las funciones de distribu---
cion de dos variables; ésto es, las funciones de

distribucidén de dos variables aleatorias.

Si X e Y son dos variables aleatorias, la funcidn
de distribucidon de su conjunto muestral o de dis--
tribucidn bivariable se indicard por Fy Y(x,y) y

se define como:

FX’Y(X,Y) = P[XSX] [Ysy:l
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Def. 1.17 Variable Aleatoria Continua.
Una variable aleatoria es continua cuando el espa-
cio muestral de la variable aleatoria se define co
mo un intervalo de nlmeros reales 6 como Ta unidn

de tales intervalos.

Def. 1.18 Funcién de densidad de Probabilidad,
Si X es una variable aleatoria continua decimos que
una funcidn f es la funcidn de densidad de probabi-
(aeXeab) oo lidad para X si ¥a,beR, P(agX<b) estd dada por el
wrendo e O drea bajo la curva y=f(x) sobre el intervalo de a
hasta b. E1 dominio de 1a funciﬁn de densidad de

probabilidad es R. Es decir que:

b LA dkenr hade L L foni 0
P(asXgb) = x)dx et deteor INGde Lo L w juentQre
(asXsb) faf( ) Ve L e ! 1

&l‘Lbukon{LELfftﬁ

con la restriccidn de que f(x)20 ¥ xeR Lo Chnchirude

@ Lo boo Jix.ux covs e ddaoeboccion
y [ f(x)dx =1 7, ¥ S o
- A ’i ,./:»Q ‘i, %‘L{";i Y frs (/

0 sea que el area total bajo la grdfica es 1.
Def. 1.19 Distribucibn Continua.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una dis

tribucidn continua cuando existe una funciodn



Def.

Def.

1.20

1,21

13

fx(x) tal que:
X
Fx(x) = {m fX(t)dt V¥xeR

Densidad de las funciones de variables aleatorias.
Consideremos n variables aleatorias Xi,X2...Xp que

tienen una distribucidn continua.

P[(x1...xp)eS]= fs...éfxl...Xn(xl...xn)dxl...dxn

en el supuesto de que la integral exista.

Se 1lama sucesién de n ensayos de Bernoulli al ex-
perimento que consiste en realizar n pruebas que
satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Son posibles dos eventos que designaremos por
E vy F, éxito y fracaso respectivamente; y el
resultado de cada prueba es uno de estos even-
tos.

(b) E1 resultado de cada prueba es independiente
de los resultados de las pruebas anteriores.

(c) La probabilidad de que ocurra un evento E es
invariante; es decir, no cambia de una prueba

a otra. La probabilidad de que ocurra un even
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to E se conserva a 1o largo de n ensayos.

Es usual denotar la probabilidad de éxito y fraca-
so por p y q respectivamente por lo que de acuerdo

al axioma 3: p+g=1l.

E1 ejemplo mds simple de un ensayo de Bernoulli es
de lanzar una moneda; la probabilidad de éxito es
igual a la probabilidad de fracaso lo que signifi-

ca:
= :.!'.
P=9=3

que estd de acuerdo al axioma (1) previamente esta

blecido.

Def. 1.22 Supongamos que se tiene una coleccidn de n objetos.
Una combinacibn de estos n objetos tomando r a 1la
vez es un subconjunto de r elementos, donde el or-

den no importa.

E1 nlmero de combinaciones de n objetos tomados r
n
a la vez que se denota por el sfmbolo (y) puede cal

cularse por medio de:

n, _ n!
(r) = ey
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1.2 Deduccidén Matemdtica del Modelio de Poisson.

En muchas aplicaciones probabilisticas se confrontan ensayos
de Bernoulli donde comparativamente el nimero de ensayos o
pruebas "n" es grande y la probabiiidad de ocurrencia p es

pequefia en tanto que el producto A=np es de magnitud modera-

da.
En tales casos, es conveniente usar la aproximacidn de Poi--

sson a la distribucibn binomial, que se desarrolla a conti--

nuacidn.

La distribucidn exige que bajo ciertas circunstancias, el ni
mero de éxitos en n ensayos independientes repetidos de Ber-
noulli con probabilidad de éxito p en cada ensayo, obedece a

una ley de probabilidad con pardmetro A=np,

En efecto, consjderemos una sucesidn de Bernoulli en la que
la probabilidad del evento E (&xito) en cada prueba es p;

Og<p<l de acuerdo al axioma (1) de probabilidad, realizéndose

n pruebas.

Se define una variable aleatoria X sobre @={Spn / S, evento

gxitol}l tal que:
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4
r [X=k] = sn

k=0

n
Por 1la Def. 1.22 en n pruebas hay {y) maneras de elegir k

pruebas en las cuales ocurra E. Ademas 1a probabilidad del

evento F (fracaso) es g=1l-p.

n
Hay (k) eventos en [X=k] y cada uno de ellos tiene probabili

dad pk(l-p)n'ka Puesto que p ocurre "k" veces luego (1l-p)

solo puede ocurrir "n-k" veces.

Entonces Ta funcidn de densidad para X es:

() = Px=x] = (3)p*(q)"*(1-1)

A este conjunto de probabilidades es al que nos referimos

cuando hablamos de la distribucién binomial de probabilidades.

En particular, la probabilidad de mingiin éxito en n ensayos

es q" y la probabilidad de al menos un éxito es 1—qn=pn.

Trataremos a p como una constante y denotaremos por Sp el ni
¥

mero de éxitos en n ensayos, entonces:

PIsn=k] = (1)p q""
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n -
o bien b{k;n,p} = (k)pkqn k que es la notacidn usada por
Feller (1957}.

En la terminologia de probabilidades Sp es una variabie alea
toria y la funcidn (1-1) es la distribucidn de esta variable

aleatoria a la cual se le Tlama distribucidn binomial.

Ahora se muestra que el nlimero de é€xitos en n ensayos inde--
pendientes repetidos de Bernoulli, con probabilidad de éxito

p en cada ensayo obedece aproximadamente a la ley de probabi

lidad de Poisson con pardmetro A=np.
k=0 => b(03n,p) = (1-p)" = (1 - &)"

tomando el Tog natural de ambos miembros de 1a igualdad:

In b(03;n,p) = n In(1l - %)
pero, la expansidn de Taylor de log natural es

In{1+x) = x -

2 3
entonces In(1l - A) = A A AT ..

por lo tanto si n es grande:

2 3
In b(03n,p) = n In(l - %) = - A - A A Y
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despreciando los términos de grado 22 entonces:
b(03n,p) = e

Ademds si p es muy pequefio y g~1 tenemos:

b(ksn,p) _ (n-k+1)p _ A-(k-1)p »~ A
b{k-Isn,p) kg kq k
Es decir que b(kzn,p} ® % b(k-1;n,p)

A
utilizando b{Osn,p)ss e~ por rel. recursiva obtenemos gque

b{1l;n,p) = ae”

b(2;3n,p) 1,2 -2

n
Ny

y luego por induccidn para k

l>‘

A

b(k;n,p) = re " o= p(k;a) (1-2)

~<

Esta es la aproximacifn de Poisson a 1a distribucidon binomial

cuando n es suficientemente grande y p es muy pequena.

La distribucidn de Poisson (1-2) es una distribucidn de pro-

babilidad. Por definicién,

n g

p{ksr) =1

k=0
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que puede probarse de la siguiente manera:

A
ed = % A: es el desarrollo en serie de Taylor de e
k=0 ke puesto que el es analitica
Entonces: T pl{k,x) = = %T e = o7 3 -%T = e et =
k=0 k=0 ™~ k=0 "
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1.3 Condiciones Necesarias para Aplicar el Modelo.
1.3.1 Hipdtesis bajo las cuales se apltica Poisson.

La distribucidn de Poisson se deduce entonces como una
aproximacion de la distribucidn binomial, cuando la proba-
bilidad de que ocurra un evento es muy pequefia y el nlmero
de pruebas n es muy grande. En este caso, la distribucibn
binomial es aproximadamente la ley de Poisson de pardmetro

A=np el cual ya mencioné tiene una magnitud moderada.

Segfin Felleyr (1957), 1a aproximacidn de Poisson se aplica
cuando la distribucidn binomial de probabilidades estd muy

lejos de tener la forma de campana, es decir cuando p<0.1

Puede ocurrir que p sea muy pequefia en cuyo caso se usa la
aproximacidén de Poisson; pero si n es "demasiado" grande y

Si se cumple:

n - 1 ~1/2 2
(pta* = Ao ;e vty
V2 x-np-1/2
Ynpq

entonces ia distribucidn binomial es igual a la distribu--

cidn normal en cuyo caso es mejor utilizar la aproximacién

normal.
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Esto quiere decir, que para valores muy grandes de A=np 1la
ley de Poisson y la ley normal se aproximan. Ademds Feller
(1957), indica varios ejemplos de experimentos y observacio-
nes que conducen a la interpretacidn de (1-2) que se trata

en la proxima seccidn.

Segin Parzen (1960) los tipos de eventos aleatories que con-
ducen a aplicar la ley de probabilidad pueden ser comprendi-

dos al considerar los tipos de eventos que conducen a apli--

car la ley binomial.

La situacidon en la cual se aplica 1a ley binomial es aquella
en la cual se observan n ocurrencias independientes de algiln
experimento. Entonces se puede determinar: (1) el nidmero
de ensayos en Jos cuales ocurrid cierto evento y (2) el nime
ro de ensayos en los cuales el evento no ocurrib. Hay even-
tos aleatorios, 'sin embargo, que no ocurren como resultados
de Tos ensayos de un experimento pero s como puntos al azar
en el tiempo y en el espacio, tales como los sismos. Para
tales eventos se puede contar el nlmero de ocurrencias del
evento en un perfodo de tiempo {0 espacio). Sin embargo, en

este caso no tiene sentido hablar del nGmero de no ocurren--

cias de tal evento en un perfodo de tiempo (o espacio).
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Por ejemplo, se considera una sucesidn de eventos aleatorios
que ocurren en el tiempo, tales como desintegracibn radjacti
va, el nlmero de organismos en una unidad de volumen de al--
gin fluido, el nimero de aviones que arrivan a un aeropuerto
en una hora ® nilimero de 1lamadas gue entran en una central

telefdénica por hora. Cada evento estid representado por al--
gin punto en el eje tiempo y 1o que nos interesa es la dis--

tribucidn de esos puntos & eventos.

Las suposiciones fisicas mas simples conducen a que p(k,A)
es 1a probabilidad de encontrar k puntos dentro de un inter-
valo fijo de una Tongitud especifica. Esto sera importante
para la aplicacidén que desarrollaré en este trabajo. Las su

posiciones fisicas pueden expresarse asi:

1) Las condiciones del experimento permanecen constantes

en el tiempo.

2) Los intervalos de tiempo, no se entrelazan entré si y
son independientes en el sentido de gue 1a informacidn
relacionada con el niimero de eventos en un intervalo,

L3

no revela nada sobre el otro.

Si imaginamos un intervalo de unidad de tiempo fraccionado
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en n subintervalos de longitud 1/n; una coleccidn finita de
puntos en el intervalo puede tomarse como el resultado de
un proceso aleatorio en el cual cada subintervalo tiene 1a

misma probabilidad p, de contener uno o mads puntos de la co-

leccidn.

Un subintervalo puede estar ocupado o ser vacTo; y la indepen
dencia que se asumid de los intervalos no entrelazados impli-
ca que estamos tratando con ensayos de Bernoulli. Se asume
que la probabilidad de que exactamente k subintervalos estén
ocupados estd dada por p(k,Ap) con Ap=np,. La probabilidad
de que el intervalo complieto no contenga ningﬁn punto de 1la
coleccidn tiende a un Timite finito. Pero este es el evento
que ningiin subintervalo sea ocupado y su probabilidad es
Qn=(1'pn)n-

Aplicando logaritmos se ve que esta cantidad aproxima el 17-

mite si npp 1o hace. Entonces, se requiere que exista un ni

mero A tal que npﬁ

>k 0 sea Ap——>A. En este caso, la pro
babilidad de que exactamente k subintervalos estén ocupados

tiende a p(k,r).

Hay aplicaciones en las que es necesario reemplazar el inter

valo de unidad de tiempo por un intervalo de longitud t. Si
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1o dividimos en subintervalos de longitud 1/n entonces las
probabilidades pp no cambian, pero el nimero de subinterva--

los estd dado por el entero mas proximo a nt.
Esto nos lleva a considerar:

P(k,at) = e Mtk (1-3)
k.
Como la probabilidad de encontrar exactamente k puntos en un

intervalo fijo de Tongitud t. La probabilidad de ningln pun
to en un intervalo de longitud t es:

P(O,At) = et (1-4)

At

y la probabilidad de encontrar al menos un punto es 1-e”

E1 parametro A es una constante fisica que determina la den-
sidad de puntos del eje t. Cuanto mds grande es X mds peque

fia es 1a probabilidad de encontrar algln punto.

1.3.2 Distribuciones Espaciales:

¥

Hemos considerado la distribucién de eventos aleatorios o

sean puntos a 1o largo del eje t; pero el mismo argumento es
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apticable a la distribucién de puntos en el plano o en el es

pacio.

En lugar de intervalos de longitud, se tienen dominios de &a-
rea o volumen t, y Ta suposicidn fundamental es que la proba
bilidad de encontrar k puntos en un dominio especifico depen

de solo del &rea o del volumen del dominio pero en absoluto

de la forma.

Por 1o demas, se consideran las mismas suposiciones anterio-

res,

(1) Si t es pequefio, la probabilidad de encontrar mas de un

punto en un dominio de volumen t es pequefia comparada

con %,

{2) Los dominios no se entrelazan y son mutuamente indepen-

dientes,

Para encontrar 1a probabilidad de que un dominio de volumen
t contenga exactamente k puntos al azar, subdividimos en n
subdominios y aproximamos la probabilidad requerida por 1la

probabilidad de k éxitos en n ensayos.
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Esto significa que se desprecia la probabilidad de encontrar
més de un punto en el mismo subdominio pero la suposicidn
(1) implica que el error tiende a cero conforme n+~, En el

1imite obtenemos de nuevo la distribucidn de Poisson.
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1.4 Algunos Ejemplos de Aplicacidn.

Las estrellas en el espacio, las nueces en un pastel, el flu
jo en materiales, cuevas de animales en el campo, nimero de
11amadas telefdnicas por minuto en una central telefénica,
nGmero de dtomos que decaen por millonésimo de segundo en un
compuesto radic activo, el nﬁmero de accidentes por semana

en una gran fabrica, etc, son variables aleatorias que estéan
distribuidas aproximadamente segiin la distribucidn de Poisson.
Es comidn en todas ellas, que el niimero de eventos es grande y
Ta probabilidad de ocurrencia de algln evento en un intervalo

de tiempo es pequeha.

Ejemplo 1)

Se sabe que Ta probabilidad de que un articulo producido por
cierta maquina sea defectuoso es 0.1. Encontrar la probabi-
1idad de que de una muestra de 10 articulos, seleccionada al

azar de la produccidn, contenga a 1o sumo un articulo defec-

tuoso.

Solucibn:

La probabilidad requerida usando la ley binomial es: segin

la relacidén (1-1)
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P [x<1]

(3 (0.1)0(0.9) 10 +(10)(0.1)*(0.9)°

0.7361 = 73.6%

donde X representa la variable aleatoria articulo defectuo=--

50.

La probabilidad requerida usando la aproximacidn de Poisson

k

; e-np(nc.)

"
{0 B ]

P[X<1] )

_ . =10(0.1)} -10(0.1)
= @ + @ (10X0,1)

0.7358 = 73.6%

Con este resultado se comprueba que la ley de Poisson es a=--

proximable a 1a Tey binomial.

Ejemplo 2) Prueba de Seguridad para una Vacuna,

En cierta etapa de la produccidn de cierta vacuna, ésta con-
L)

tiene un promedio de m virus vivos por cm®., Se asume que en

un recipiente que contiene V cm® de vacuna hay n=mV virus.

Se extrae una muestra S de vacuna del recipiente con un volu
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men de v cm®. Encontrar la probabilidad para k=0,1...n, de

que la muestra contenga k virus,

Solucidn:

Sea {(z1,22...2Zn) la localizacidn de los n virus en el reci--

piente.
s si jes
Z3 T f si j#£S

La probabilidad p de que un virus del recipiente estuviera

en la muestra es:

la razdon del volumen de la muestra al

= ¥
P= v volumen del recipiente.

Se asume que los virus estdn uniformemente dispersos en el
recipiente. Si ademds, se asume que los virus estdn indepen

dientemente dispersos en el recipiente se sique de la ley bi

nomial.

px= = (P a-pmitk

Si se asume que la muestra tiene un volumen megor que 1%

del volumen V del recipiente, entonces por 1a aproximaciodn

de Poisson a la tey binomial;
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-mV k n -mY k
PXx=k] = e™™'(mV)" = £ e " (mV)
kT k=0 kT

Supongamos que el recipiente de vacuna contiene 5 virus por
cada 100 cm®. Entonces m=0.005, Ademas se extrae una mues-
tra de 600 cm® de volumen y se busca encontrar la probabili-
dad de que la muestra no contenga ninglin virus. Entonces:

p[X=0]= e™™ = ¢~(0.005)(600) _ =3 _ 4 g498 = 5.0%

o bien, la probabilidad de que la muestra contenga algin vi-

rus:

[}

Plalgdn virus] = 1-P{ningln virus]

1-0.0498

1l

0,9502 = 95,02%

Este ejemplo es de gran importancia en el disefio de un meca-
nismo de chequeo para la confiabilidad de una vacuna, pues
si 1a muestra no contiene virus se puede asumir que el reci-

piente que representa la problaci6n del cual se extrajo una

muestra estd libre de virus.
¥
Si se desea producir vacuna 1ibre de virus, se debe disefar

un proceso de produccidn tal que la densidad "m" de virus en

la vacuna sea O,
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Para chequearlo, extraemos una muestra de la vacuna produci-

da. ET1 cdlculo efectuado did como resultado una probabili--

dad muy pequefia <0.1 por 1o cual el modelo de Poisson se ade

-

cua.
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TABLA 1

Probabilidades de Poisson

La tabla muestra e'kli para valores X en el intervalo de 0.1,

n'
para valores de A en el intervalo de 2.0 a 4.0 en incrementos

de 0.2 y para valores de A en el intervalo de 4 a 10 en incre
mentos de 1,

En la columna de la izquierda aparecen los valores de ) de
0.1 a 10 y en la fila superior los valores de n desde 0 has-
ta 12,

En la parte inferior de la pdgina continla la tabla para valo
res de n desde 13 hasta 24 y para valores de X de 5 a 10.

aN o 1 2 3 N 5 6 7 8 9 10 11 12
.1 .90u8 L0505 .004% .0002 .0000
.2 .8187 .1637 .01&4 .00L1l .00QL .0Q00
3 .08 .2222 .0333 .0033 .0002 .0000
" L4703 .2381  .0535 .0072 ,0007 .0001 .00OO
.5 L5055 03033 .0758  .0125 .0016 .0002 .00Q0
.6 LSH88 13293 0988 .0198 .0030 .000hk .0000
T Jh938 L3476 L1217 .028%  ,0050 .000T7 .0001 .0000
.8 L4993 03595 L1438 .0383 .0077 .0012 .0002 0000
.9 4035 L3359 L1647 .OLGL 011l .0020 .0003 .0000
1.0 .3579  .3579 .1839 .0613 .0153 .003L .0005 .0001 .0000

1.1 13329 .3352 .2014 .0738 .0203 .COLS .0008 .0001 .000O
1.2 -3012 .36l 2169 .0867 .0260 .0082 .00L2 .0002 .0000
1.3 2725 .35%3 .2303 .0998 .032h .00B4 .0OL8 .0003 .00OL .0000
e kS5 352 .27 1128 .0395 .OLIL .0026 0005 0001 .0000
1.5 .2231 .33b7 .2510 .1255 .OLTL .Olk1 .0035 .00C8 .0001 .
1.5 .2019 .3230 .258% .1378 .0S5%1 .0l76 .QOh7 .0OLL .0002 .0000
1.7 1827 .3105 .2640 .1496 .04836 .02156 .0061 .COL5 .0003 .000X .000Q
1.8 (1553 2975 .2578 .1307 .0723 .0250 .0078 .0020 .0005 .00OL .0000
1.9 1495 L2842 .2700 .1710 .0B12 .0309 .0098 .0027 .0006 .0001 .0000
2.0 (1353 .2707 .2707 .180k .0902 .0351 .0120 .003k .0009 .0002 .0000
2.2 1108 L2438 L2681 .1966 .1082 ok76 .01
. . L0174 .00 .0015 .000k .
g.g .838; .f;gz .ggig .2092 .155h .0602° L0241 .oogg .ooz? .8827 gggé .gggg
. . . . -2176  .1kk ,0735 .0319 .0118 .0038 .0011 : . 0000
2.8 0608 .1703 238k 2225 .1557 .0B72 .0W0] .0163 .03 GWiB .833% 0001 o008
3.0 .0L498  .1hoh 2240 .2240 1680 -1008 .os04  .0216 .0081 .0027  .0008 '0002 .0001
3.2 .0b08 1306 2087 .2226 .1781 .11480 0608 .0278
. . . . .0111 .00k0 .00 . .
g.; .gggg .é;ge .i$§? .Slgé -1858 1264k 0716 -03k8  .0148 .00s56 .ooig gggg gggé
. . . . -2125  .1912 .1377 .0826 .0h25 .0191 .0076 .0028 '0009
3.8 022k .0BS0 L1615 .2046 .19k .1k77 .0 s oo o008
. . . .0936 .0508 .o2L1 .0102 .00 .00 .
L.o .0183  .0733 .1465 1954 1954 1563 -10b2  .0595 .0298 .0132 .oogg .ooig .gggg
5.0 -0067 .0337 .084k2 .14ok 1755 1755 .1k62 .104k .06
. . . . .0653 .0363 .018% .0082 .
é.g .8853 .gégg .g;gg .8gg§ .ég%g -1€06 1606 .1377 .1033 .ogag .0b13 .0222 gﬁfg
7. . . . . . <1277 L1490 .1h90 .1304 .1014 .0710 b .
2.0 0003 .0027 .0107 .0285 .0573 .0915 .122 P “ores oo
. . . -1221 .1396 .1396 .1241 .0993 .0722 ou8
9.0 -0001 ,0011 .0050 .0150 .0337 .0307 0911 .1l g e
. . -l171.1318 L1318 1186 .0970 .0
10,0 0600 0005 .0023 .0076 .0i89 .0378 0631 .0901 .1126 .1251 .125} .1?}7 .oggg
X
N 13 1k 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
5.u L0013 L0005 L0002
30 -LUS2 L0022 L0009 L0003 0001
7.0 .olhg -007T1.0033  .0OLL LQUUS L0002 L0001
8.0 0235 .0L59 L0050 L0045 L0021 .0009 .00OM .0002  .000L
13.8 .0504  .0324 L0194 -0109  .0L58  .0029 .001L4 L0006 L0003 ,0001

L0726 L0521 .0347 L0217 .0128 -007L 0037 L0019 .00G9  .OUOL 0002 LU00Y
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CAPITULO 11

APLICACION DEL MODELO DE POISSON

A EVENTOS SISMICOS

Suposiciones bajo las cuales se aplica el Modelo de

Poisson a eventos sismicos.

Terminoclogia de sismos

2.2.1 Produccidn de sismos

2.2.2 Fuentes sismicas

2.2.3 Ondas sismicas

2,2,4 Magnitud de un sismo

2.2.5 Principales instrumentos de deteccion sismoldgi
ca

2.2.6 Datos sismicos y el Modelo de Poissen

2.2.7 Mapas de riesgo sismico.



34

2.1 Suposiciones bajo las cuales se apliica el Modelo de Poi

sson a eventos siTsmicos.

La ocurrencia de eventos sismicos se adeciia al modelo de Poi
sson puesto que: dado que ocurran un gran nimero de sismos,
si se escoge la variable aleatoria nimero de sismos por arri
ba de 1a magnitud M (magnitud hipotética) y se le considera

como el evento €xito; entonces, la probabilidad de que ocu--
rra un sismo de magnitud mayor que M en un sitio determinado
es muy pequefia. Ademds, para los eventos sfsmicos que se a-
decian al modelo de Poisson, deben ser validas las siguien--

tes suposiciones segin Kiremidjian, Shah y L. (1977).

(a) Los sismos o terremotos son espacialmente independien-

tes,

(b) Los sismos o terremotos son temporalmente independien--
tes.
(c) La probabilidad de que dos eventos sismicos ocurran en

el mismo lugar y en el mismo instante de tiempo tiende

a Cero.

La primera suposicidn implica que la ocurrencia o no ocurren
m - - . - - &
cia de evento sfsmico en un sitio no afecta a la ocurrencia

0o no ocurrencia de otro evento sismico en algin otro sitio.



